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Es seien R = k[X1, ..., X,] ein Polynomring (k ein Korper), und > eine monomiale Ordnung
auf RY.

Aufgabe 1

Seien gp,...,g; € BRI\ 0. Fiir h € R\ 0 sei §(h) = max;{LM(h;g;) : h;g; # 0}. Desweiteren
seien ® : R — R' die “Liftungs-Abbildung” aus der Vorlesung (vgl. Def. vor 7.3.7), und
A RE— R b Y higi, A RE— RY, ho— >0 hLT(g:). Sei h € R\ syz(gu, - - -, Gt)-

(i) LM(A(R)) < d(h).

(ii) ®(h) € syz(LT(g1),...,LT(g)) < LM(X(h)) < §(h).
(iii) A(®(h)) = LT(A(h)) <= LM(\(h)) = 4(h).
Es sei nun h € syz(g,. .., g:). Dann gilt:

(iv) ®(h) € syz(LT(g1),...,LT(g:)).

Aufgabe 2

Seien gi,...,g: € R'\ 0 und seien § und ® wie in Aufgabe 1 (bzw. Vorlesung) gegeben. Fiir
jedes Monom N in RY sei

Ry ={h= (XM .. ¢X*W):¢; €k, X cN", ¢; =0 oder X*DTLM(g;) = N}.

Die Elemente aus R heilen homogen vom Grad N. Analog zu A2, Blatt 2, zeigt man, dass
jedes h € R'\ 0 eine eindeutige Darstellung als (endliche) Summe von homogenen Elementen
besitzt. Zeigen Sie:

(i) Fiir jedes Monom N ist R’ eine (additive) Gruppe.

ii) Ist h = . hgy. € R'\ 0 die (eindtg.) Darstellung von h als Summe von homogenen
i N
Elementen, }_LN]. homogen vom Grad N; mit N; > Nj,q, so gilt ®(h) = hy, und
5(h) = .

(iii) Fiir c € k, o € N* und h € R! gilt ®(ch) = c®(h) und ®(X*h) = X*®(h).
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(IV) Sind Bl, FLQ € Rt \ 0 mit (S(ill) = (S(ilg), SO gllt @(ill -+ Bg) = @(El) + CD(FLQ)

(V) Sind }_Ll, }_LQ € Rt \ 0 mit 5(711) > 5(}_7/2), SO gllt (I)(}_ll —+ }_7,2) = (I)(h,l)

(vi) Seien hy, hy € R\ 0. Dann gilt: ) ) )
®(hy) = ®(hy) <= h=hy —hy =0 oder §(h) < §(hy) = 6(ha).

(vii) Fiir jedes homogene h € R! gilt ®(h) = h.
(viii) Fiir h € R*\ 0 ist ®(h) homogen vom Grad d(h); insbesondere gilt also 6(®(h)) = d(h).

Aufgabe 3

Seien gi,...,g; € R'\ 0 gegeben. Sei §i,...,5, ein homogenes Erzeugendensystem von
syz(LT(g1), - .., LT(g;)), 5 homogen vom Grad N;. Weiterhin sei 5 € syz(LT(g1), ..., LT(g))
homogen von Grad N. Dann gibt es c¢i,...,cm € k, so dass gilt: N; teilt N fiir jedes i mit
ci #0,und 5 =Y, c;(N/N;)s;.

Aufgabe 4

Sei R = Q|z,y, z|. Bestimmen Sie per Handrechnung ein Erzeugendensystem des R-Moduls
syz(g1, 92, g3) it g1 = 1y — ¥*, g2 = 12, g3 = Y 2.

(Hinweis: Uberlegen Sie, ob g1, g2, g3 eine Grobner-Basis bzgl. einer monomialen Ordnung
ist.)

Aufgabe 5

Schreiben Sie eine Singular-Prozedur mySyz, die auf Eingabe eines Tupels G = (g1, . - -, g:),
gi; € R1\ 0, wobei G eine Grobner-Basis von U = spany(G ist, ein Erzeugendensystem des
R-Moduls syz(gs, - . ., g;) berechnet.



