1 Perfektes Hashing

In diesem Kapitel werden wir Verfahren zum perfekten Hagorstellen. Das Ziel im perfekten Ha-
shing ist es, eine Abbildung einer Schliisselmenge auftéashtabelle zu finden, so dass es keine Kol-
lisionen zwischen den Schliisseln gibt, d.h. jeder Saeliisiner anderen Position in der Hashtabelle
zugewiesen wird. Zunachst werden wir ein Verfahren fatisthes perfektes Hashing vorfuhren, d.h.
die Schlisselmenge ist fest vorgegeben, unduosokup Anfragen sind erlaubt, und danach werden
wir ein Verfahren fur dynamisches perfektes Hashing wdiest, d.h. es sind audhsert und Delete
Anfragen erlaubt.

1.1 Statisches perfektes Hashing

Wir starten mit einigen Vereinbarungen danach werden wigeiHilfssatze formulieren, die fur die
Analyse der perfekten Hashtabelle wichtig sind. Im folgamtezeichnet stets

e U =10,1,...,p — 1} (p Primzahl) dadJniversum d.h. die Menge aller moglichen Schlussel-
werte,

e 1,y,... € U: Schlussel,
e s € IN die GroRRe des BildbereicH$, ..., s — 1} einer Hashfunktion, und

e SCU,

S| = n, eine Schlusselmenge.

Eine Hashfunktiom : U — {0,...,s — 1} zerlegtS in “Buckets” B; = {x € S | h(z) = i},
0<1i<s.
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Abbildung 1: Veranschaulichung einer Hashfunktiomit BucketsB;.



Definition 1.1 H, bezeichnet die Klasse aller Funktionen
hap : U —{0,...,s —1}
mit
has(z) = ((a -z +b) modp) mods furaller € U

wobeil < a < pund0 < b < p.

Lemma 1.2 H, istuniversel] d.h. tir alle z,y € U mitx # y gilt

Pra(z) = h(y)] <

[V

fur eine zudllig as H, ausgevithlte Hashfunktior.
Beweis. Angenommen; = h,,(z) = hq(y), SO ist

i = (ax +b) modp = (ay +b) modp ( mods)
o B

Wir zahlen nun die Anzahl der Modglichkeiten dafir, dagsd Kongruenz gilt. Sei € {0,...,p—1}
fest. So gibt es nocfp/s| — 1 Moglichkeiten furs (8 € {i,s +1i,2s +14,...} \ {a}), daa # 5 und
x # y gilt. Also gibt es hochstens

() (252 ) ) <2

viele Moglichkeiten fur das Padry, 5). Jedes Padi, ) bestimmt genau ein Paéd, b), das obige
Kongruenz erfllt, weiko0, . . ., p—1} mit+ und- (modp) ein Korper ist. Da es aber insgesasfji—1)
viele Paaréda, b) gibt undh uniform zufallig ausH, ausgewahlt ist, folgt, dass

Prfh(z) = h(y)] < PE—D/s 1

pp—1) s

fur ein beliebiges Paar, y € U mit x # . O
Lemma 1.3 SeiS C U mit|S| = n, dann gilt:
(@ Exi (1) < 25

(b) E[Sim) |Bif?) < 2=l g

(c) Prlhay istinjektiv aufs] > 1 — 221

(d) Pr[yi=) |Bi* < 4n] > S fallsn < s



Beweis. (a): Definiere die Zufallsvariabl&, ,, fur alle {z,y} C S als

X |1 fallsh(z) = h(y)
ey} =Y 0 sonst

Wegen Lemma 1.2 gilE[ Xz, y}] = Pr{h(z) = h(y)] < 1/sfuralle {z,y} C S. Weiterhin ist

Z_: (|B2,-|2> = [{{z,y} € S| h(z) =h(y)}|
- Z Xz

{z,y}eS

Aus der Linearitat des Erwartungswertes folgt daher
Z X{x,y}} - Z E[X (]

s—1 2
(5 (7)) -
=0 {zytes {z,ytes
n 1
< .z
< (3) 3
(b): Dax? = 2 (3) +  fur jedese € IN, gilt

wlgoe] = el (5) o)

(c): Wegen der Markov Ungleichun@{([X > t] <

n[g (3255
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E[X] fur allet > 0) gilt

Pr[h,, nicht injektiv] = Pr

(d): Furn < sfolgt aus (b), dasE[3" | B;|*] < n+n = 2n. Also gilt wegen der Markov Ungleichung,
dass

s—1 1 1

=0

O

Nun sind wir soweit, den Aufbau der perfekten Hashtabelehiaedman, Komlos und Szemeredi
(Storing a sparse table with (1) worst case access timdournal of the ACM31(3), 1984, Seiten
538-549) vorzustellen. Die Idee bei der Tabelle ist es, ewigtufiges Hashverfahren zu verwenden.
Fur einen gegebenen Schlussekird zunachst = h(z) berechnet, um Uber den Tabellenplatz]
bi, | B;| undh; € Hp,2 zu ermitteln, und danach wird im Tabellenpldt4b; + h,;(x)] nachgeschaut,
ob z darin ist. Falls das der Fall ist, wittdue ausgegeben und sorfatse Fallsy" | B;|* < 4n ist, so
wird nur O(n) Platz verwendet. (Siehe auch Abb. 2)

Der Algorithmus zur Aufbau der Hashtabelle arbeitet wigtol
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Abbildung 2: Aufbau der zweistufigen Hashtabelle von Freaink@mlos und Szemeredi.

e Eingabe:S C U, |S|=n
e Ausgabe: Hashtabelle nach Abb. 2

e Methode:
1. Wahleh € H, zufallig. Berechné(x) fur allez € S.
2. Fallsy>; | B;|? > 4n, dann wiederhole 1.
3. Kontruierte die Mengem; fur alle0 < ¢ < s.
4. Furi = 0 biss — 1 tue
(@) Wahleh; € H, g, > zufallig.
(b) Fallsh;| g, nicht injektiv ist, wiederhole (a).

Es ist einfach zu sehen, dass wenn der Algorithmus ternjieeine Hashtabelle mi?(n) Platz
konstruiert. Die Frage ist also nur, wie lange der Algorittsnbraucht, um zu terminieren. Schauen
wir uns zunachst die (1-2)-Scheife an. Ein einmaliger Dlaaf dieser Schleife kost&d(n) Zeit.
Weiterhin ist nach Lemma 1.3(d) die Wahrscheinlichkeitidadass Schritt 1 wiederholt werden muss,
hochsteng /2 fur jedes neué. Also ist

k
Pr[(1-2)-Scheife wird> k-mal durchlaufeh< (%)

Da fur eine Zufallsvariabl& auf den natirlichen Zahlen gilt
EX]=> i -Pr[X =4 =) Pr[X >
=1 =1
folgt .
E[# (1-2)-Scheifendurchlaufe< ) (%) =2

1=0
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Also ist die erwartete Zeit fur die (1-2)-Scheif&n). Schritt 3 kostet offensichtlick)(n) Zeit. Fur
jedesi mit 0 < i < s gilt weiterhin nach Lemma 1.3, dass

Bi|(|1B;] — 1
_IBl0BI-1)

1
Pr[h; ist auf B; injektiv] > 1 =
r[h; ist auf B; injektiv] > 2B 5

Damit folgt wie fur die (1-2)-Scheife, dass die erwartetezAhl der Durchlaufe der (a-b)-Scheife
hochstens 2 ist und damit
E[zeit fur B;] = O(|B;|*)

ist. Daraus ergibt sich, dass

E[Gesamtzeit fur Schrittj4= O() " |B;|*) = O(n)

1.2 Dynamisches perfektes Hashing

Bevor wir eine Methode zum dynamischen Hashing vorsteleaiichen wir einige mathematische
Grundlagen. Zur Erinnerungi = {0, ...,p — 1} fur eine Primuzahp.

Definition 1.4 H* bezeichne die Klasse aller Polynomgvom Grad fochsteng: — 1 mit

k—1
ha(z) = ((Z ajxj) modp) mods furjedesz € U
=0

undad = (ao, - ,CLk_l) c U*.
Definition 1.5 Eine KlasseH von Funktionen voil/ nach{0,...,s — 1} heit(c, k)-universel| falls
fur alle paarweise verschiedens, ..., x;_, € U und uralle iy, ..., i, € {0,...,s— 1} gilt, dass

. . &
Prih(xg) =dg A... A h(xg_q) = i) < =

Theorem 1.6 H* ist (c, k)-universell mitc = (1 + g)’“

Beweis. Da U mit + und- (modp) ein Korper ist, gibt es fur jedes Tup@)y, . .., yx_1) € U* genau
ein Tupel(ay, . .., a,_1) € U* mit

k—1 '
Z ajz) =y, (modp)
=0

fur alle0 < r < k. Daraus folgt, dass

@ | ha(z,) =i, furalled <r <k}
= H{(yo,...,yp—1) € U* |y, =i, (mods) furalled <r < k}|

< I



da jedes), die Werte{i,, i, + s, i, + 2s, ...} annehmen kann. Da es insgesafiviele Moglichkeiten
fur @ gibt, folgt daraus

Pr[h(xr) =1, fur alle0 <r< ]{;] < ’78—‘ .
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Daraus lasst sich auch einfach folgern, d&gs(c, k’)-universell mitc = (1 + I—‘j)’“' furallel <
kK < kist.

Jetzt sind wir soweit, ein dynamisches perfektes Hashiverfavorzustellen, dass Kuckuck Ha-
shing heil3t. Kuckuck Hashing arbeitet mit zwei Hashtalpellé und 75, die je aus den Positionen
{0,...,s — 1} bestehen. Weiterhin benotigt es zweiH- ¢, O(log n))-universelle Hashfunktionef
und h, fur ein gentigend kleines > 0, die die Schlusselmendé auf {0, ..., s — 1} abbilden. Jeder
Schlusselr € S wird entweder in Positioih, (z) in T; oder Positiom,(x) in T, gespeichert, aber
nicht beiden. In diesem Fall ist dimokup(z) Operation sehr einfach:

e return’; [hl(flf)] =z V Tg[hg(l’)] =

Die Insert Operation verwendet nun das Kuckucksprinzip, um neueuSshkl einzufigen. Gegeben
ein Schliisset, so wird zunachst versucht,in 71k, (z)] unterzubringen. Ist das erfolgreich, sind wir
fertig. Falls abefl’ [, (x)] bereits durch einen Schlussebesetzt ist, nehmen wirheraus und fugen
stattdessem in 71 [hy ()] ein. Danach versuchen wiy,in T,[h2(y)] unterzubringen. Gelingt das, sind
wir fertig. FallsT;[hs(y)] bereits durch einen Schlussebesetzt ist, nehmen wir heraus und fugen
stattdessen in T3[hs(y)]. Danach versuchen wit,in 77 [k, (z)] unterzubringen, und so weiter, bis wir
endlich den zuletzt angefassten Schliissel untergebnatiein. Formal arbeitet disokup Operation
wie folgt:

1. if Lookup(x) then return

2. loop MaxLoop times
(@) x < Ti[h ()]
(b) if z = L thenreturn
(€) v > Tlhy(w)]
(d) if z = L thenreturn
end loop

3. rehash()Insert(z)

Die Frage ist naturlich, ob diesesert Operation (mit hoher Wahrscheinlichkeit) terminiert, und
wenn ja, wieviel Zeit sie benotigt. Dazu wollen wir die Wabineinlichkeit berechnen, dass tisert-
Scheife mindestensmal durchlaufen wird (wobei wir annehmen, dassMaxLoop). Dazu missen
wir zwei Falle betrachten:

1. Dielnsert Operation formt eine Endlosschleife wahrend der ersteanden, d.h.z, in Abb. 3
wurde zu einer bereits besuchten Position verschobef fikt.
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(@) |X1|—>|X2|->|X3|—> """

(b) |>;1|11X2m><3|1311
| Xi+j+1|—>| xi+j+2|_>| xi+j+3|_> .....

(©) |+X1*|IIX2|IIX3IIZIS
| Xi+j+1I:I Xi+j+2I:I Xi+j+3I: M

Abbildung 3: Drei Falle fur den Ausgang dersert Operation. (a): Es wird keine Position zweimal
besucht. (b)z; besucht die Position von;, was dazu fuhrt, dass alle Schlissel. . ., z, wieder in
ihre Ausgangspositionen zuriickgeschoben werdgerersucht daraufhin die andere Alternativpositi-
on, und hier terminiert die Kuckucksregelin. (c): z; besucht die Position van; undz, besucht die
Position vonz;/, was zu einer Endlosschleife fuhrt.

2. Dielnsert Operation formt keine Endlosschleife warend der ersteanden.

Wir untersuchen zunachst den ersten Fall. Sei ¢ die Anzahl der verschiedenen angefassten
Schliissel. Dann ist die Anzahl der Moglichkeiten, einelléascheife zu formen, hochstens

da es maximab® Maglichkeiten fur die Werte, j und ¢ in Abb. 3 gibt, s*~! viele Moglichkeiten
fur die Positionen der Schliissel gibt, unti! viele Moglichkeiten fiir die Schliissel auRer gibt.
Angenommen, wir habefi, v)-universelle Hashfunktionen, dann passiert jede Mogkdhnur mit
einer Wahrscheinlichkeit vos=2". Falls nuns > (1 + ¢)n fir eine Konstante > 0, dann ist die
Wahrscheinlichkeit fur den Fall 1 hochstens

l 00
1

} :U3Sv—1nv—18—2v S _ } :U3(n/s)v _ 0(1/n2)
sn v—=3

v=3

Fur den zweiten Fall benotigen wir das folgende Lemma.

Lemma 1.7 Angenommen, diesert Operation formt keine Endlosschleife nadiesuchten Schseln.
Dann gibt es eine Sc$selfolge in der &nge mindestens/'3 in x4, ..., x,, in der alle Schiissel ver-
schieden sind.

Beweis. Falls dielnsert Operation niemals zu einer bereits besuchten Positiamckiehrt, die das
Lemma wahr. Nehmen wir also an, dass die Operation zu eimeitbbesuchten Position zurtickkehrt,
und seien undy so definiert wie in Abb. 3. Fallé < i+, dann bilden die ersteit-1 > (i+j—1)/2 >
¢/2 Schlussel die gesuchte Folge. Fir i + j muss eine der Folgeny, ... x;_y undz;;_1,..., 2,
die Lange mindestern¥'3 haben. 0



Konzentrieren wir uns also auf eine Folgg, ..., z! verschiedener Schlissel in, ..., zy der
Langev = [(2¢t — 1)/3]. Dann muss entweder filif;,i2) = (1,2) oder fur(iy,i2) = (2,1) gelten,
dass

hi1 (xll) = hi1 ([L’;), hi2 (1'/2) = hi2 (1'/3), hi1 ([L’é) = hi1 (xil)v s

Gegeben, so gibt es:*~! mogliche Folgen von Schlussels, . . ., /. Fur jede solche Folge gibt es
zwei Moglichkeiten fur(i,, i5). Weiterhin ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Positidreseinstim-
mungen oben gelten, hochstens’ Y, wenn die Hashfunktionen aus eirférv)-universellen Familie
stammen. Also ist die Wahrscheinlichkeit, dass es irgeraEblge der Lange gibt, so dass Fall 2

erfullt ist, hochstens
2(71/3)“_1 S 2(1 + 6)_(2t_1)/3t+1

Diese Wahrscheinlichkeit ist polynomiell klein in falls t = Q(log n) ist. D.h. es reicht die Verwen-

dung von(1+ 4, O(log n))-universellen Hashfunktionen fur ein geniigend kleihes0, um mit hoher

Wahrscheinlichkeit eine Terminierung desert Operation ohne ein Rehashing sicherzustellen.
Flgt man die beiden Falle oben zusammen, so ergibt siehezimartete Laufzeit densert Ope-

ration von

MaxLoop
1+ Z (2(1+e)_(2t_1)/3+1+O(1/n2))
t=2

< 140 (M) 23 (1 + )23y

2
n =0

_ 0<1+ 1_(116)_2/3> = O(1+1/¢)

Uberschreitet, irgendwann einmal die Schrankg(1 + ¢), so wird s hochgesetzt aufl + ¢)s und
neu gehasht. Unterschreitet auf der anderen Seidée Schrankes/(1 + ¢)3, so wird s verringert
aufs/(1 + €) und neu gehasht. Auf diese Weise wird die Tabellengrof@atiaur Anzahl momentan
existierender Schlussel gehalten. Der Aufwand fur emgiettes Rehashing iét(n), so daf? amortiert
Uber®©(n) Einfugungen und Loschungen der Aufwand nur eine Konetestt



